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1 Operaciones Basicas

Algunas Definiciones

Matriz

Una matriz es un arreglo rectangular de objetos, por lo general nimeros, encerrados por
un par de corchetes. Se pueden representar en una matriz datos agrupados por columnas,
los pagos de un conjunto de activos en cada estado de la naturaleza, los coeficientes de
un sistema de ecuaciones, etc. Por convencion, las matrices se representan con letras en
mayusculas.

» Ejemplo 1.1

Algunos ejemplos de matrices son:
1 2 2 3 7
A_[S 4]’ B_{l -1 5}
donde la matrizB puede representar los coeficientes del siguiente sistema de ecua-

ciones:
20 +3y+72=0

T—y+52=0

Formalmente, se dice que la matriz

a11 a2 ... Qin
a21 az2 ... Q2p

1)
Am1 Am2 CIE Amn

es deorden m X n (m porn) ya que tienen filas yn columnas. En el ejemplo 1.4

es de orden 2 x 2 P es de 2 x 3. Cadalementoa,; puede representar un nimero (real

o0 complejo), una funcién, un conjunto o incluso otra matriz. En lo que sigue sélo nos
enfocaremos en elementos reales @i;¢.€ R).

Matrices Cuadradas

Se dice que una matriz esiadrada cuando tiene la misma cantidad de filas que de
columnas. Por ejemplo, (1) es una matriz cuadrada de ardermndon = m. Si una
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matriz es cuadrada de orden 1 la llamaressalar! En el ejemplo 1.14 es una matriz
cuadrada.

Igualdad de Matrices

Las matricesd y B son iguales si y sélo si tienen el mismo orden y cada elementb de
es igual al elemento correspondienteRigformalmente:

A =B <= a;j = b paratoday j

Vectores

Un vector es una matriz de una fila o de una columna. Denominaewtsr columnaa
una matriz de ordem x 1y vector fila a una matriz de orden 1%

Suma de Matrices y Multiplicacion por un Escalar

Suma y Resta de Matrices

SeanA y B son dos matrices de ordenx n, su suma (o resta) es una matizie orden
m X n donde cada elemento dées la suma (o resta) de los elementos correspondientes
enAvy B, es decir:

A+ B=C <= ¢ =a;; b paratoda y j

Ejemplo 1.2
- [1 2 3 [ 2 30 _
Si A_[O 1 4}yB_[l 9 5}entonces.
_ 1+2 2+3 3+01]_[ 3 5 3
ATB = [o+(1) 142 4+5}‘[1 3 9}
1-2 2-3 3-0 -1 -1 3
A-B = [o—(—1) 1-2 4—5}_[ 1 -1 —1}

Cuando dos matrices tienen el mismo orden se les lzonformables para la suma

Multiplicacién de una Matriz por un Escalar

SeaA una matriz yk € R un escalar, su multiplicacién es la multiplicacion de cada
elemento ded conk. Formalmente:

B = kA = Ak <= b;; = ka;; = a;;k paratoda 'y j

1 Generalmente, los corchetes son omitidos en escalares.
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» Ejemplo 1.3.
1 2 ]
SeaA{3 4],entonces.
1 2 1 2 1 2|_13 6 | _
poavara=|} 2]+[3 2]+[3 2][3 & ]-sa-a

Teorema 1.1SeanA, B, C matrices de un mismo orderkyun escalar, entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

A+B = B+A
A+(B+C) = (A+B)+C
k(A+B) = kA+kB=(A+B)k

Multiplicacion de Vectores y Matrices

Multiplicacion de Vectores
by
Sead = [ a; Gz ... G ] un vector de orden 1%y B = . |unvectorm
b’m
x 1, entonces la multiplicacio' = AB (en ese orden) esté definida como la suma de
las multiplicaciones de los elementode la matrizA con los elementosde la matriz

B, esto es:
b1
b m
AB = [ a az ... Qm ] :2 = [a1b1 + asbg + ... + ambm] = Zaibi
bm =1
» Ejemplo 1.4
1
(a) [ 2 3 4 ] [ —21 ] =1[2(1)+3(-1)+4(2)] =[7]
—2
® [3 -1 4]| 6 | =[-6-6+12]=]0]
3

Nétese que lo que se hizo fue, simplemente, multiplicarfilem@or unacolumna
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Multiplicacién de Matrices

SeaA una matriz de ordem X p y B una matriz de ordep X n (i.e. la cantidad de
columnas ded es igual a la cantidad de filas d8. Entonces, cada elemenig de la
matrizC = AB (en ese orden) se obtiene multiplicando la fiée la matrizA con la
columnaj de la matrizB:

a1 ai2 . G1p b11 b12 . bln C11 C12 . Cin

a1 a2 . azp b21 bgg e bgn C21 C29 . Con,

ml Am2 ... Gmp bpl bpg ce bpn Cml Cm2 ... Cmn
donde

»
Cij = Ginb1j + aiboj + ... + apby; = E aixbjk
=1

» Ejemplo 1.5

a1l a2
(@) SiA= | ax a2

az1  a32 ]

bll b12

, entoncesAB es igual a:
ba1  bao

yB—{

a11b11 + a12b21  a11b12 + a12ba2

AB = | a21b11 + a22b21  a21bi2 4 agebao
a31b11 + az2bo1  as1bi2 + aszboo
1 21 $
(b) siC = yD=| 1 5 |,entonces’'D esigual a:
4 0 2 9 9
oD — 13)+2(1)+1(-2) 1(-4)+2(5)+1(2) | |3 8
=1 4@) +0(1) +2(-2) 4(-4)+0>5)+22) | = |8 —12

Teorema 1.2Sean las matrices A, By C compatiBigsra la multiplicacion y k
un escalar, entonces se cumple que:

A(BC) = (AB)C
AB+C) = AB+AC
(A+B)C = AC+ BC

k(AB) = (kA)B = A(kB) = (AB)k

Sin embargo, hay que tener en cuenta que:

(a)generalmented B # BA.
(b) si AB = 0 no necesariamente implica que= 00 B = 0.
(c)si AB = AC no necesariamente implica que= C.

Dado queAB # BA, se pueden identificar dos tipos de multiplicaciones. Por ejemplo,

2 Cuando dos matrices son compatibles para la multiplicacion también se lesthafoamables
para la multiplicacion.
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si se tieneAB se puede decir quéd estapremultiplicando a B. Analogamente, se
puede decir qué3 estapostmultiplicando a A.

Una vez que ya aprendimos a sumar, restar y multiplicar matrices podemos pasar a
definir matrices con caracteristicas especiales.

Mas Definiciones

Matriz Transpuesta

Latranspuestade una matrizA se obtiene intercambiando sus filas por sus columnas y
se denotad’. Si se escribdd = A’ entonces se puede definir la transpuestd demo:

B=A" < b;; =aj; paratoday j

» Ejemplo 1.6

Las transpuestas de las matriceg B del ejemplo 1.1, es decit’ y B’, son respecti-

vamente:
5 1
A’:[; Z} B=|3 -1
75

Teorema 1.3Si A’ y B’ son las traspuestas déy B respectivamente, y &ies
un escalar cualquiera, entonces:

4y = A
(A+B) = A+B
(kA = kA
(AB) = B'A

Se definamatriz simétrica como aquella matriz que cumple cdn= A’.

Matriz Identidad

La matriz identidad es unamatriz diagonal de unos, es decir, una matriz cuadrada
donde todos los elementos fuera de la diagonal principal son ceros y los elementos dentro
de la diagonal son unos.

» Ejemplo 1.7

Una matriz identidad de ordenB; = yunade orden 2f; = { (1) (1) ] .

OO =
o = O
= o O
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Una de las propiedades de la matriz identidad esAjue- A = A.

Matrices Idempotentes

Son aquellas matrices que multiplicadas por si mismas son ellas mismas, es decir
A" = A paratodan € N.

Por ejemplo, sid?2 = AA = A entonces4 seria una matriz idempotente. Ademas, si

la matriz esdempotente y simétricee cumple quei’A = A. Por ejemplo, la matriz

identidad es idempotente y simétrica.

Ejemplo 1.8
2 -2 -4
La siguiente matriz es idempoterde= | —1 3 4 | yaque:
1 -2 -3
2 -2 -4 2 -2 -4 2 -2 -4
A= -1 3 4 -1 3 4 |=|-1 3 4
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3

La Inversa de una Matriz

Si Ay B son dognatrices cuadradatales queAB = BA = I, entonces se dice qug
es lainversade A y la denotamos®3 = A~!. También se puede decir qdees la inversa
deB.

» Ejemplo 1.9
1 2 3 6 -2 -3
SeaA=|1 3 3 |yB=| -1 1 0 | donde una es la inversa de la otra
1 2 4 -1 0 1
ya que
1 2 3 6 -2 -3 6 -2 -3 1 2 3
1 3 3 -1 1 0 = -1 1 0 1 3 3
1 2 4 -1 0 1 | -1 0 1 1 2 4
[1 0 0
= 0 1 0
| 0 0 1

Si una matriz no tiene inversa se le llamatriz singular. Analogamente, si la matriz
tiene inversa se le llantaatriz no singular.



Matrices Particionadas 9
La Traza

La traza de una matriz cuadrades la suma de los elementos de la diagonal principal
de una matriz y se denota con(-). En el caso de la matriz (1) su traza®s + a22 +

oo FQpp = Z(L“

» Ejemplo 1.10

Sean Ay B las matrices del ejemplo 1.9, entonces:
(a)tr(A)=1+3+4=38
O tr(B)=6+14+1=8

Teorema 1.4SeanA, B, C'y D matrices cuadradas del mismo orderkyn
escalar, entonces se cumple que:

tr(kA) = ktr(A)
tr(A) tr(A")
tr(A+ B) = tr(A)+tr(B)
tr(I,) n
tr(ABCD) tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC)

Nota: Esta Ultima propiedad es muy importante y se le lldprapiedad circular de la
traza."

Matrices Particionadas

Definicién

Una matrizparticionadaes una matriz de matrices, ésta puede representar divisiones
reales o imaginarias dentro de una matriz.

» Ejemplo 1.11

Podemos particionar la matriz = {

(R

} de la siguiente forma:
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o de la siguiente
2 3 1710
1 -1 5|0
para ser una mejor representacion del sistema de ecuaciones:
20 +3y+72=0
r—y+5z=0 -

Formalmente, si se toma la matriz (1)

a1 ai12 . QA1n
a1 G2 ... Q2n
Gm1  Am2 ... Gmn

y se particiona tomandos grupos de filas, ms,...,ms) Yy t grupos de columnas
(n1, ne, ..., ny), €Ntonces se podra escribir (1) de la siguiente forma:

A A ... Ay

Agr Ay ... Ay
A= . . .

Ay Ay ... Ag

donde cada elementd;; de A es unasubmatriz de ordenm;| x |n;|.2

Ejemplo 1.12

1 4|5
Sea la matriz particionadd = | 2 9| 3 |, entonces se puede representar de la
8 9|6
5 : A11 A12 1 4 5
siguiente forma dondeA;; = Ay = Ay = |8 9
g [Am AQJ 11 [ ] ) A12 {3] ) A21 [ } y
A = [6].
Un caso especial es el derfatriz diagonal por bloques:

A11 0
0 Ao’

Esta matriz es de suma importancia en econometria y por eso la estudiaremos con espe-
cial atencion en éste y otros capitulos.

Suma de Matrices Particionadas

SearAy B matrices dégual ordeny particionadas de lamisma formaentonces la suma

3 El operador{ M| representa la cardinalidad del conjudtb. Por ejemplo, siV/ tiene 3 elementos,
|M| = 3.
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de estas matrices es de la forma:
A +Bun ... A+ DB

C=A+B= : . :
Asl + B sl Ast + Bst
y la suma de submatrices se realiza igual que la suma de matrices.

» Ejemplo 1.13

1 415 4 3|3
SeaA=|2 9|3 |yB=|2 0|2 |,entoncesA + B esigual a:
8 96 6 8|7 |
1 415 4 3|3 _14+43 5+3
2 9|3+ 2 0]2 = 2 9 2 0 3 2
8 96 6 87 |8 9)+[6 8 [6]+]7
[ 14+4 4+3|5+3
= 2+2 940(34+2
| 8+6 9+8|6+7
[ 5 7|8
= 4 9|5
14 17|13

Multiplicacion de Matrices Particionadas

El estudio de matrices particionadas nacio a partir del estudio de la multiplicacion de

. . ) air  ai2 by bio
matrices, recordemos el ejemplo 1.5.8i= | a1 age | Yy B = { bor  bay ]
as; a2
a11b11 + aizbor  a11bi2 + arzboo
entoncesAB esigual aAB = a21b11 + agobo1  as1bia + agobos

a31b11 + azzbar  azibiz + azabao
La pregunta que surgio fue: ¢ Qué pasa si cada uno de los elementos de las Matrices
y B son, a su vez, una matriz? La respuesta es que habria que multiplicar cada uno de
estos elementos nuevamente usando la multiplicacion de matrices. Pero para que esta
operacion esté bien definida cada una de las submatrices de la coldmtzamatrizA
tienen que setonformables para la multiplicacioron cada una de la submatrices de la
filai de la matrizB.

» Ejemplo 1.14
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A A
Sead = =
(a) Se {Am Azz]

0 1 1

0 |yB= BH g”} =121

1 21 22 3 92
entoncesAB es igual a:

AB — [ A11B11 + A12B21 A11Biz + A12Boo
A21Bi1 + A2 B Ag1Bia + AxaBoo

s %]{é s 03
0

3
3
1

O =

1
1
1

0
0|,
2

o O O O

1
1
1
1

— = =

: +[1][2 3 1] [1 0

9
ol fo] o
ol lo| "o
17 o]+ [2

3 31 o
= |7 5 5| ™o
1 1]+

] dondeA;; y Ass son matrices cuadradas. Entoncés4

N Ot W
NS O

w o o

An
0

[E;O | Ot W
%}

(b) SeaA = [

esigual a:

0 A22 0 A22

_ [4n4n 0
0 AbAsn|

AIA _ |:A11 0 :|/ |:A11 0 :|

Ejercicios Propuestos

1. De las siguientes matrices, ¢ Cudales son conformables para la suma? Calcule la suma
de aquellas que cumplen con la propiedad anterior.

(2 7 -8 7 1 7 2
A= |4 5 6 1]. B=1{4 -2 3
-3 5 9 0 1 5 6
[0 -1 3 -8 4 -8 6
3 0 9 4 -7 -2 3
C_—204—7 D=11 3 o
4 2 9 0 6 5 1
-5 3 —6 3 3 6
E = |6 2 1 F=|5 1 8
-9 0 7 -9 7 2
12 5 fjf
G = |4 3 =2 H=
. 0 -2 0
L 5 0 7




Ejercicios Propuestos 13

1 2 =3 3 -1 2 4 1 2
2.DadoA=1|5 0 2|,B=(4 2 5|yC=1|0 3 2].
1 -1 1 3 0 3 1 -2 3
a.Calcule:
A+ B.
nA-C.
1 —2A.
b.Verifique:A+ (B -C) = (A+ B) — C.
c.Encuentre la matrid tal queA + D = B.
3. Calcule los siguientes productos:
8
a.[3 —5] [_2]
2 0|2 o0
oo Y16 2
5
—4
c.[-9 8 —7 —6 3
—2
L o]f2 0
2
als 4[5 1
-1 -1 2 2 1 4
e.|0 2 —-1110 1 2
0 0 3 0 0 —1
[ 3
f.|-4|[4 -6 -8].
| o
2 -3 -5 -1 3 5 2 -2 -4
4.SeaA=|-1 4 5(,B=|1 -3 —-5|yC=|-1 3 4 1.
1 -3 —4 -1 ) 1 -2 -3

a.Muestre quedB = BA =0, AC = A,?)CA =
b.Con los resultados d@) muestre que:
| ACB = CBA.
N A?2 - B? =(A—- B)(A+ B).
N (A+ B)?2 = A2 + B2,

5. Demuestre:

a.tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).
b.tr(kA) = ktr(A).

6. CalculeAB en cada uno de los siguientes casos:
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2 Determinantes de Matrices
Cuadradas

Permutaciones e Inversiones

Permutaciones

Unapermutacion es la respuesta a la pregunta ¢ De cuantas formas distintas se pueden
ordenarn nimeros naturales distintos? La respuesta es! dermas distintas ya que

para el primer puesto se tienerposibilidades. Para el segundo, se tienen 1 posibi-

lidades ya que se ocup6 un numero en el primer puesto. Para el tercero, setiegen
posibilidades ya que se puso un nimero en el primer puesto y otro en el segundo, y asi
sucesivamente.

» Ejemplo 2.1

¢De cuéntas formas se pueden ordenar los nimeros natiralgs3? De3! = 6

formas distintas:
123 132 213

231 312 321

Inversiones

En una permutacién de niumeros naturales del] s un nimero precede a otro que

es menor, decimos que estos nimero estan invertidos y que la permutacion contiene
unainversion. Luego, el nimero total de inversiones que posee una permutacion, por
definicién, es cuantos niumeros menores prosiguen después de niUmeros mayores.

» Ejemplo 2.2
Sea 614325 una permutacion de numeros del 1 al 6, ésta posee 8 inversiones ya que 6
es mayor que 1,4, 3, 2y 5, ademas 4 es mayor que 3y 2, por Gltimo 3 es mayor que 2.

Si el nimero de inversiones en una permutacién es par (impar), la llanpamostacion
par (impar).
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El NUumero Epsilon

Para cada permutacion de nimeros naturales dehlsa define ehimero epsilorde
la siguiente manera:

i =1 1 si j1j2...J» €S UNa permutacion par
Jrgze-Jn T L1 si 41 99...7, €S UNA permutacion impar
Otra forma de definirlo es
_ k
. . €i1j2..jn — (_1>
dondek el nimero de inversiones.

» Ejemplo 2.3

El nimero epsilon de la permutacion 321cgg = (—1) = —1. Por otro lado el de
la permutacion 312 eg;, = (—1)? = 1.

El Determinante de una Matriz Cuadrada

Los Términos del Determinante

SeaA una matriz cuadrada de ordenAl hacer el ejercicio de tomar un elemento de la
primerafila de A, anotar a cuatolumnapertenece, escojer un elemento de la segunda
fila sin repertir la columna y asi susecivamente, se obtended@mentos (uno por cada
fila y todos de columnas distintas). término del determinante de A corresponde a
la multiplicacion

€j1j2..3n A1j1 A2j - Anj,,
de losn términos y el namero epsilog;, ;, . ;, generado por la permutacion de las
columnas, es deciy representa la columna del elemento de la fila ynda columna
del elemento de la fila 2 y asi sucesivamente.

» Ejemplo 2.4

aix aiz2 ais

Sealamatrid = | as1 a2 a3 |, entonces todos los términos del determinante
a31 a32 a3s3

de A son:

€1230211022G33 1)011022033

€132011023032 )a11023a32

1
1)ai2a21a33

€2130120210a33

1)aq3az1a32

(

(

(
€231012023031 = (1)a12a23a31
€312013021032 = ()

(

€321013022031 = —1)a13a22a31
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El Determinante de una Matriz Cuadrada

SeaA una matriz de orden, se define etleterminante de A como la suma de todos
sus términos del determinante, y se denietaA, o bien,|AJ:

det A=Al =) €,jo...j, 014,02y Oy,

» Ejemplo 2.5
a11  aiz| _
(a) = €12011022 + €21012021 = 411022 — 012021
a21  A22

ailr a2 ais
(b) a1 Qag22 Q23 | =
az1 asz a33

€123011022033 1+ €132011023032 + €213012G21aA33 + ...
+€231012023a31 + €312013021032 + €321013022031

11022033 — 011023032 — 012021033 + ...
+ai12023a31 + A13021032 — A13022031

a11(a22a33 - a23a32) - alz(a21a33 - 023031) = oo
+ai13(az1a32 — azeasi)

az9o az3 a21 azs a1 az2
=a —a +a
Wlage ass| "Plazi azs| | Plaz ase
1 2
(©) ‘3 4‘_1(4)_2(3)__2
2 3 5
0 1 11 10
@ 1 0 1—2‘ ’ 3‘ ‘+5‘ ‘
2 1 0 1 0 2 0 2 1

Teorema 2.1SeaA una matriz cuadrada ¥ un escalar, entonces se cumple lo
siguiente:

(@) det A = det A’

(b) Si todos los elementos de una fila o una columna son ceros, entonces
det A=0

(c) Sidos filas o columnas son iguales, entonkgsA = 0

(d) Si B es igual aA excepto por que una fila 0 una columnakegeces la
de A, entonces se cumple qdet B = k det A

(e) Si sumamos o restambyeces una fila (o columna) a otra fila (o colum-
na,) entonces el determinante no cambia

(f) Si intercambiamos 2 filas (0 columnas) deentonces el determinante
de la nueva matriz sera det A
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(9) SiB es una matriz del mismo orden deentonceslet(AB) = (det A)(det B)

» Ejemplo 2.6

Se computan los determinantes de las matricgsB usando eTeorema 2.1

0,87632 0,31141 0,11232 18 11 13
A= 031141 024418 0,10214 |, B= |27 23 26
0,11232 0,10214 0,014971 45 87 92

Comenzando por la matrid. Ocupando(d) se factoriza la primera columna por
0.87632 y se obtiene:
1 0,31141 0,11232
0,8763210,35536  0,24418  0,10214
0,12817 0,10214 0,014971
por (e) se resta 0.31141 veces la primera columna a la segunda y 0.11232 veces la
primera a la tercera:
1 0 0
0,87632 |0,35536 0,13352 0,06223
0,12817 0,06223 0,00058
factorizando la segunda columna por 0.13352:
1 0 0
(0,87632)(0,13352) |0,35536 1 0,06223
0,12817 0,4611 0,00058
substrayendo 0.06223 veces la segunda columna a la primera se tiene que:
1 0 0
(0,87632)(0,13352) |0,35536 1 0 =
0,12817 0,4611 —0,02843
= (0,87632)(0,13352)(—0,02843) = —0,003326.

Para la matrizB, se resta la segunda columna a la tercera:
18 11 2
27 23 3
45 87 5

se factoriza por 9 la primera columna y o} se tiene que:
2 11 2

913 23 3|=0.
5 87 5

Menores y Cofactores

SeaA una matriz cuadrada de ordercuyo determinante existe. Entonces el determi-
nante de la matriz que se obtiene al eliminar laifjda columnaj de A es unprimer
menor de A, es denotado pdiM/;;| y es llamadael menor dea;;. De la misma forma,

el cofactor dea;; esta definido com¢—1)"*7 |M;;| y se denota pot;;.
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» Ejemplo 2.7

ailp a2 ais

SiA=| a1 ase a3 |,entonces los primeros menoresy cofactores de la segun-

az1 asz Ga33
da fila son:

_ |12 a3 _ |G11 a3 _ 611 Q12

Mo | = azz 433 | Moo = asy ass | Mas] = as1 032

y
ag1 = (=1)°H M| = — [Ma1|, aoz = (=1)*"? | Mas| = [Mys],
gz = (—1)°F% | Mas| = — | Mas|

Asi como se definieroprimeros menoresomo los determinantes de las matrices que
resultan al eliminar una fila y una columna de una matriz dada, se puede siedunirdos
menoreomo los determinantes de las matrices que resultan al eliminar dos filas y dos
columnas y asi sucesivamente.

» Ejemplo 2.8

Imagine una matriz cuadrada de orden 5, entonces un segundo ynemerson:
ajl; a1z ais

|Mas 04| = | as1  aaz  aas |, |Mias 35| =
a51 @G53 0as5

a22 A24
as2 434

Se dice que domenores son complementariosi uno esta conformado por las filas y
columnas que eliminé el otnmenor Por ejemplo, los dos menores del ejemplo 2.8 son
complementarios. Asimismo, se puede ampliar la definiciGrofector. El cofactor del
menor | M;(;| esta definido como:

k
Ay = (=1) 22 [ My )|
donde| M| Y | M k) | SON menores complementarios.

» Ejemplo 2.9

Consideremos la siguiente matriz cuadrada de orden 4:
1 0 2 0

S O N
W = O
S O =
= w O
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Entonces el cofactor del mendfs, 54| = ; 8 , es:
0 3
A12}12 = (_1)1+2+1+2 |M12’12‘ = ’O 4'

La Expansion de Laplace

Laplace demostrd que el determinante de una matnmiede ser calculado seleccio-
nandor filas (o0 columnas) del, formando todos los menores posibles de eddas (o
columnas), multiplicando todos lemsenorescon sucofactory sumando los resultados.

» Ejemplo 2.10

Se calcula el determinante de la matriz del ejemplo 2.9 seleccionando las dos primeras
filas. Observe que tendrem(éa) = 6 menores ya que se tienen las si- guientes com-
binaciones de columnas: la columna 1 conla2,la1conla3,lalconla4,2conla3,
la2conla4,la3conla4.

1020
04 0 3 2 0 0 42 1 3 4
03 0 4
10|, pasngalt O] [0 2] iiaiars]0 3
+’20‘(1) 3 0/ F|o 1]V 4
0 0|, iaeasal0 O [2 0], iszeaial0 4
+’00‘(1) 0 o1 oY 0 3
=il

Corolario: Sea A una matriz cuadrada de orden 3, entonces su determinante
puede ser calculado de las siguientes formas:

|Al = ) aoy; paracualquier i, o bien
j
Al = ) ajoy; paracualquier j.

2
El corolario anterior es sumamente (til al momento de invertir matrices cuadradas
de orden 3.

La Adjunta de una Matriz Cuadrada

SeaA una matriz cuadrada de ordary «;; el cofactordel elementaz;;, entonces la
matriz adjunta esta definida como:



La Inversa de una Matriz

a1; Q12 ... O1p

. . Q21 22 e Q2p,
adjunta A =adj A =

(67751 [67%%) N (677 )

» Ejemplo 2.11

1 2 3
Parala matrizA = |2 3 2], sus cofactores son:

3 3 4
ajp = 6,12 = —2,13 = —3,a01 = 1, 29 = =5,
Qg3 = 3,a31 = —9, a3 = 4,a33 = —1
y su adjunta es:
6 —2 -3
adjA=|1 -5 3
-5 4 -1

Teorema 2.2SeaA una matriz cuadrada de orden Entonces se cumple que:

A(adj A) = (adj A)YA = |A|T

» Ejemplo 2.12

SeaA la matriz del ejemplo 2.11, entonces:

1 2 3][6 1 =5 -7 0 0
Aladj AY =2 3 2| |-2 =5 4|=]0 -7 o0|=-7I
3 3 4/ |-3 3 -1 0o 0 -7

La Inversa de una Matriz

21

Del Teorema 2.2 se desprende una forma de calcular la matriz inversa (ver seccion 1.4.4).

Al manipular la conclusion del Teorema 2.2 se encuentra:

0611/ ‘A| 0412/|A| 051,,L/|A‘

o ladi 4 an/|Al aza/|Al ... oo/ |A
4] : : :

an1/ Al an2/ Al ... apn/ A

» Ejemplo 2.13
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La inversa de la matriz del ejemplo 2.12 es:

4 1 [6 1 -5 ~0,8571 —0,1429 0,7143
A= ]A = —|-2 -5 4|=|0287 07143 05714
Al =Tl 3 0,4286 —0,4286  0,1429

Teorema 2.3SeanA, B y C matrices compatibles para la multiplicacion, en-
tonces se cumple que:

NV
‘A | - |A\
(AH™t = 4
(A—l)/ — (A/)—l

Si A es simétricaA~! es simétrica.
(AB)™t = B'a!
(ABC)™! = Cc'AB)'=cCc'B7tA™!

Determinantes e Inversas de Matrices Particionadas

Determinantes de Matrices Particionadas

El determinante de un@atriz particionadase calcula igual al de una matriz comun y
corriente. Sin embargo, como las submatrices son de menor orden que la matriz original,
puede que sea conveniente para simplificar los computos calcular el determinante en

funcion de las submatrices. Aca se presentan algunos resultados importantes:
El Determinante de la Matriz Diagonal por Bloques

_ A11 O
Sead = 0 Ag

terminante esta definido por:

A 0

A=

‘ = [A11]|A12]

» Ejemplo 2.14

Sead = , entonces su determinante es:

una matriz particionada diagonal por bloques, entonces su de-
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1 2|15 6
4= offs 4

(1(0) = (2)3))((5)(8) = (6)(9)) =
= 84

Como ejercicio puede tratar de demostrar el método expandiendo por Laplace.

El Determinante de_una Matriz Particionada 2 x 2

A A . .. . , -

Sead = AH A”} una matriz particionada, entonces su determinante esta definido
21 22

por:

A A

—1
Ayt Ay |A11] ’A22 — An A A

| Asa] |A11 - A12A2_21A21|

» Ejemplo 2.15

Sead = , entonces su determinante es:
1 2[|[2 3] [3 8][t 2]7'[5 6] _
3 0|5 7 9 7113 0 9 8|

_ ol[2 3] B &[0 o033 ][5 6
s 7|9 7)[05 —0,1667] |9 8
_ |2 3] _[ir 21333
“ 7|5 7| [34 35667

~15 18,333
—29  —28,667

Inversas de Matrices Particionadas

Al igual que el determinante, su calculo puede hacerse con la matriz no particionada
pero el estudio de este tipo de matrices es esencial en econometria.

La Inversa de la Matriz Diagonal por Bloques

Sead = Aél AO una matriz particionada diagonal por bloques, entonces su in-
22

versa esta definida por:
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Ay 07170
0 Ay

|
N
O
=
whﬁo
N
—_

» Ejemplo 2.16

Sead = , entonces su inversa es:
'[1 2}‘1 [0 0]
_ 3 0 0 0
A 1 = —1
0 0 5 6
L |0 0O 9 8
B 0,333 0 0
_ 0,5 —0,1667 0 0
- 0 0 —0,5714  0,4286
i 0 0 0,6429 —0,3571
[0 0,333 0 0
_ 0,5 —0,1667 0 0
o 0 0 —0,5714 0,42866
0 0 0,6429 —0,3571

La Inversa de una Matriz Particionada 2 x 2

Sead = E“ ilz} una matriz particionada, entonces su inversa esté definida por:
21 22

[Au A12] h = [AHI(I + Apé T An ALY - A A
Agl A22 _AI11A12£_1 5_1
donde & = Az — Ao (Af] Ar2)

» Ejemplo 2.17

Sead = . Luego:
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JETL! 217 [o 0333 e [-15 18333
= ~ 105 —0,1667|' ST |-20 —28,667]"

1 [0,2820 —0,1803}
&= —0,2852  0,1475 |°
Entonces, su inversa esta dada por
—-0,1754 0,0344 —0,0852 0,1475
—0,0443  0,0180  0,1934  —0,0656
—0,4967 0,4246  0,2820 —0,1803
0,6246 —0,3656 —0,2852 0,1475

ATl =

Rango de una Matriz

Antes de definir el rango de una matriz se introducira el concepaltmatriz cuadra-
da. Una submatriz cuadradas cualquier matriz que se obtenga eliminando filas y
columnas ded, y que forme una matriz cuadrada.

» Ejemplo 2.18

2 1 1

Sead = {0 3 _2]. Luego, todas las submatrices cuadradad den:

AR 2 e
[-1], [0], [3] , [-2]

El rango de una matriz es el orden dedabmatriz cuadradae mayor orden code-
terminante no nuloEn el ejemplo anterior el rango es 2 ya que todas las submatrices
cuadradas de orden 2 tienen determinante no nulo, es decir, son no singulares.

Corolario SeaA es una matriz cuadrada de ordery con rango- < n, entonces
A no tiene inversa definida.
La demostracion del corolario anterior es simple. Basta con observardue %j‘)’;
entonces, si < n significa quelA| = 0y la inversa no esta definida. Se desprende de
lo anterior que todas las matrices cuadradas invertibles tienen rango igual a su orden
(r = n) y por eso son llamadas matrices de rango completo
A continuacion se presentan 3 propiedades Utiles del rango de una matriz:
(@) rango (A) = rango (A’)
(b) rango (AB) < min(rango (A),rango (B))
(c) rango (A) = rango (A’A) = rango (AA’)
Si A esde orded! xn conn < M y B es una matriz cuadrada de rangaentonces:
(d) rango (AB) = rango (A)
Piense en la diferencia entig) y (d).
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Ejercicios Propuestos

1. Ocupando los términos del determinante calcule el determinante de las siguientes

matrices:
-
a.A= _4 6_
46l
b.B = 8 1
o 1]
c.C = 2 o]
2 1 2
dD= (4 6 4].
0 1 0
-1 3 2
el=]3 -2 1
2 1 -3

2. Usando las propiedades de los determinantes (teorema 2.1) calcule el determinante
de las siguientes matrices (tal como se hizo en el ejemplo 2.5):

1 2 3 0,6510 0,2234 0,1476
A= |2 2 2|,B=10,2234 05945 0,1162
3 2 3 0,1476 0,1162 0,7129

3. Calcule todos los menores y cofactores de las siguientes matrices:

3 8
a.A:{1 9}

(4 5 7
b.B=19 8 6

2 2 2

[—5 —4 2
c.C=10 3 1].

'8 -7 6

4. Calcule todos los segundos menores, con sus respectivos complementarios, de la
siguiente matriz. Luego calcule su determinante expandiendo por Laplace.

4 0 3 0
3040
05 0 7
0 7 0 5

5. Calcule la adjunta y la inversa de todas las matrices del ejercicio 1.

6. Calcule el determinante y la inversa de las siguientes matrices particionadas:
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(G2
o W
o O
o O

a.A=

1
ol = O O
g0 OO
— O &
I L

© o O N

b.B =

ot W
SN |

=~ w
= DN

. Calcule el rango de las siguientes matrices e identifique aquellas que son de rango
completo.

1 7
a.A= E 5}.

2 -4
05— | % 6}

1 2 3
c.C = 3 5 6]'

(4 7
dD=19 8.

0 1

(1 2 3
eE=14 5 6].

7 8 0

-1 3 -2
=4 -5 1

|3 -2 -1







3 Espacios Vectoriales y De-
pendencia Lineal

Sumas de Vectores y Multiplicacion por un Escalar

Se puede entender un vector de ordex 1 como una representacion de un punto
dimensionalen un espacio vectorial dedimensionesik™). Para entender mas en pro-
fundidad esta idea se trabajara con vectores de 2 dimensiones, es decir, aquellos que
pertenecen &®2.

» Ejemplo 3.1

El vectorz; = [4 2], representa al punto (4,2) en un espacio vect@falGréafica-

mente:
Y

H N W s OO N

0 1 23 45 6 7 8 9 10

Figura 3.1: El par ordenado (4,2) en un espacio vectorial de 2 dimensiones.

Suma de Vectores

Al igual que la suma de matrices,dama de vectoresdlo esté definida en vectores del
mismo orden y es simplemente la suma elemento a elemento.

» Ejemplo 3.2



30 Capitulo 3 Espacios Vectoriales y Dependencia Lineal

La sumade los vectores = [4 1],z = [2 3] esigualars = [(4+2) (14+3)] =16
4]. Gréficamente:

y
8

7

6

5

4 T1| — e

3

22 T2
1A=

0O 123 450678910 °

Figura 3.2: Suma de vectores

Multiplicacion de un Vector por un Escalar

La multiplicacién de un vector por un escalar, al igual que la multiplicacién de una
matriz por un escalar, es sunfarveces el mismo vector. Graficamente, corresponde a
aumentar er; veces la distancia del vector respecto a su origen.

» Ejemplo 3.3

Seax; = [3 1] un vector de 2 dimensiones, entonces si se multiplica por un escalar
k = 2, el nuevo vector serd; = [6 2]. Graficamente:
Y

8
7

6

5

4

3 !

9 — I1:6,4)
I T Ta=31)

0 12345678 9 10

Figura 3.3: Multiplicacién de un vector por un escalar.
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Relaciones y Medidas de Vectores

Multiplicacién de Vectores

by
b2
Sead = [ a; Gz ... Gy ] un vector de orden 1%y B = . |unvectorm

b’m
x 1. Su multiplicaciénC = AB (en ese orden) esta definida como la sumatoria de la
multiplicacion del elementdde la matrizA con el elementa de la matrizB, esto es:

by
b2 m
AB = [ a1 Qy ... G ] : = [a1b1 + agbs + ... + ambn] = Zaibi
. i=1
bin
A esta operacién también se conoce c@raducto punto.
» Ejemplo 3.4
1
(@ [2 3 4] -1 |=[2(1)+3(-1)+4(2)] =[7]
2

o [21]] 4 ]-r-2-0

Se dicen que dos vectores smtogonalessi suproducto puntaes igual a 0. Los vectores
del ejemplo 3.4. son ortogonales tal y como lo muestra la figura 3.4 se puede apreciar
que losvectores ortogonalesonperpendiculares

Y

1 = (2,1

I
A~
o
N2

Figura 3.4: Vectores ortogonales
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La Norma de un Vector

La norma o largo de un vectdf esta definida como la raiz cuadrada del producto punto
del vector con si mismo y lo denotamos coffi®||:

|1X]|=VX'X = /a2 + a5+ ...+ 22

Nota: Vea que la definicion anterior €R? no es mas que el valor de la hipotenusa

en el teorema de Pitagoras. La norma de un vector es la extension de este teorema a
n—dimensiones.

Nota: Los vectores cuya norma es igual a 1 se denomieatores unitarios.

» Ejemplo 3.5

El vectorX = [1 2 3] tiene como norma/12 + 22 + 32 = 3,742

Teorema 3.1SeanX egf dos vchtores p2erteneciente$?a, entonces se cumple:
LX'Y = L([X + Y| = |X]* = [[Y]]").

2.|X'Y| < ||X]||- ||Y|| (desigualdad de Schwarz)

3 X + Y] <||X]||+|Y]| (desigualdad del triangulo)

» Ejemplo 3.6
SeanX’=[1 2 3],Y'=[3 0 4],entoncesse cumple que:

3
XY=[ 2 3]|0o]=15
4

1 2 2 1 _
5 (IX+YIP = IXI> = ¥]]) = 5(69 - 14— 25) = 15

15 = [X'Y|<|X]|- Y] = V12 4+ 22 +32- /32 + 02+ 42 = 18,71

8,306 = [[X + Y| < [|X|[ + [[Y]| = 8,742

Dependencia e Independencia lineal

Para facilitar el estudio de la (in)dependencia lineal se comenzara estudiando sistemas
de ecuacionesomogéneaos
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Sistemas Homogéneos

Un sistema de ecuacionkemogénees de la forma:

a1x1 + blxg + C1x3 = 0
a2x1 + boxa +coxs = 0
as3ry + bzxros +cz3xz = 0

Dondex;, x2 Y x3 son las incégnitas y;, b;, ¢; parai = 1,2, 3 son los coeficientes.
Entonces el sistema puede representarse de las siguientes formas:

_al bl C1 X 0
a9 b2 Co To| = 0 s
_a3 b3 C3 I3 0
Sr=0
0 bien:
a | by c1
as| x1 4+ |ba| 2+ |cof 23 =0,
as | b3 c3

$1Z1 + S99 + S3x3 = 0

Este tipo de sistemas siempre tiene al menos una solucion, la cual 8sesta solucion
se conoce comsolucion trivial del sistema homogéneoVeamos si existe otra. Si se
premultiplica en ambos lados pSr!

S7'8x = S0

r = 0

se puede concluir que si existe inversa, es deck,es de rango completo, entonces la
solucion trivial sera Unica.
Si se reordena el sistema de la siguiente forma:

ay bl C1
az| 1+ |b2| z2=— |2 x3
as b3 c3

se aprecia que si existiese otra solucion aparte de la trivial, se puede expresar el vector
s3 en funcién des; y s1. Luego, se puede hacer la siguiente definicion:

Dependencia lineal:Un conjuntoF' de vectores n—dimensionales siareal-

mente dependientemntre si, si se puede dejar expresado un vector en funcién del
resto. Analogamente podemos definir dependencia lineal si el sistema de ecua-
ciones homogéneo conformado por todos los vectoreE dene mas de una
solucién, o bien, la matri® conformada por los vectores déno es de rango
completo.

Anélogamente se puede defimdependencia lineal

Independencia lineal: Un conjunto de vectores n-dimensionalésonlineal-
mente independientesntre si, si la solucion al sistema:

$121 + S22 + ... + Spx, =0
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es Unica, es decir, la matrig conformada por los vectores dé es de rango
completo.

» Ejemplo 3.7
[2] [—3] [—4
(a) Los vectorest = 4| ,b= | 5 | ,¢= | 14 | son linealmente dependientes ya
3] |—1] |1
quec = 2b + a.
2] [—3] 1
(b) Los vectoress = (4| ,b= | 5 | ,c= [2] son linealmente independientes ya
3 -1 3
que la matriz compuesta por los vectoses, c tiene determinantao nula
2 -3 1
4 5 2/=33
3 -1 3

Ejercicios Propuestos

1. Sume y grafique los siguientes vectores.

aXi=[2 1] Y=l 2

b.X3=[-3 - ] X4_[ ~1’
cXs=[4 5", X¢=[-6 -2
dX,=[ 4],x :[—2 —6]’

. Multiplique escalarmente y grafique los siguientes vectores.

aXx;=[1 3" k=2

b.Xo=[-1 3] k=-2
cXz=[1 -3 k=-2
dXs=[-1 -3 k=2

. Calcule el producto punto de los siguientes vectores y verifique que se chifipla

SUX Y12 =X = 1Y)

aX;=[3 1 -1, X,=[4 3 2|

bX;=[1 -3 5", X,=[2 4 2|
cXs=[-1 2 -3 -4 X¢=[-2 3 2 1
dX,=[6 -2 1 -1, Xs=[2 2 0 1]

. Muestre que los vectores del ejercicio 3 cumplen con la desigualdad de Schwarz y

con la del Triangulo
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5. Determine si los siguientes vectores son linealmente dependientes o independientes

aX;=[1 2 3,X —[4 3 5

bXi=[1 -2 3], X,=[7 7 -15]",X3=[3 1 -3
cXi=[-1 4 3", X.=[5 2 4], X3=[8 -3 1]

d.X,=[-11 6 5] =[-4 1 2], x3=[3 -4 1]
eX;=[1 4 2]',X [5 3 2] Xs=[1 -1 0

Espacios, Subespacios y Bases Vectoriales

Antes de definiespacioy subespaciwectorial tenemos que definir 2 conceptos:

SeaF una coleccion de vectores n—dimensionales, decimosFoestacerrado
bajo la sumasi para cualquier par de vectores pertenecienfEsa cumple que
su suma también pertenecéa

z,2yeF = z+yeF.

AnalogamenteF estacerrado bajo la multiplicacién escalarsi para cualquier
vector perteneciente & y cualquier escalar pertenecientes a los reales su multi-
plicacion también pertenecefa

reFandk e R = kx c F.

Dado lo anterior se puede definir (sub)espacio vectorial

Espacio Vectorial: Cualquier conjunto de vectores es un espacio vectorial si
F esta cerrado bajo la suma y bajo la multiplicacién escalar.

Subespacio Vectorial:Cualquier subconjunto [ F es un subespacio vectorial
si F esta cerrado bajo la suma y bajo la multiplicacién escalar.

» Ejemplo 3.8

R? es un espacio vectorial y los todos vectores de la fo{rg{ﬂatal quez € R forman

un subespacio vectorial 2.

Sistemas no Homogéneos

Un sistema de ecuacionae homogénees de la forma:

a1x1 + by +cirs = dy
a1 + b2$2 + Cox3 — d2
azxy + b3xo +c3x3 = d3

Dondez1, 22 y x3 son las incégnitas y,, b;, ¢;, d; parai = 1,2, 3 son los coeficientes.
Entonces el sistema puede representarse de las siguientes formas:
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ar b o T dy

ay by ca| |x2|=|d2f,

az bz c3| |73 ds3
Sz =

Nuevamente la solucién serd Unicéb'ses de rango completo, ya que si se premultiplica
por S—! se obtiene:

S8z = S7'D
x = S7'D

Este resultado es mas relevante de lo que parece. No s6lo nos ayudara a resolver sis-

temas de ecuaciones lineales, sino que también significa que si la Maside rango
completo, entonces siempre podremos encontrar una combinaciénaidedbs vec-
tores deS que formercualquier vector D, es decir, podremos generar cualquier vector
en el espacio. Esto nos lleva a otra definicion:

Base Vectorial: Un conjunto k de vectoreE son una base para el espacio vec-
torial de k dimensioneE si estos k vectores son linealmente independientes.

En otras palabras, se tienkvectores perteneciente®R4 linealmente independientes,
se puede generar cualquier otro vector pertenecihta través de una combinacion
lineal de estos.

» Ejemplo 3.9

1 0 0
Los vectorest = |0|,b= |1|,c= |0| son base para el espacio vectoRd| a su
0 0 1
vez los vectorea y b no son base para el espacio vectdrid) pero si son base para el
X
subespacio d&? de la forma|y | dondez,y € R.
0

Vectores Elementales:Los vectores elementales,, Es, ..., E,, son vectores
unitarios que sirven como base pdtay son de la siguiente forma:

E, = [10--0
Ey = [01--0]
o= 001

Ejercicios Propuestos

1. Determine la dimension del espacio vectorial que generan los siguientes conjuntos

de vectores. ¢, De qué forma son estos espacios?
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4 | a Ecuacion Caracteristica
de una Matriz

El Problema de los Valores Caracteristicos

En muchas aplicaciones de matrices a problemas matematicos, fisicos y estadisticos
surge el siguiente problema: para una matriz cuaddadiaordem se necesita encontrar
los escalares) y los vectores no nulo¥ que satisfagan simultdneamente la siguiente
ecuacion:
AX = )X

Este sistema de ecuaciones se conoce cehpmroblema de los valores caracteris-
ticos. Ejemplos de aplicaciones a la solucion este problema son caracterizar sistemas
dinamicos, los cuales apareceran en cualquier modelo econdmico que quiera analizar el
comportamiento de los agentes en el tiempo; en econometria aparecen como la base del
método de componentes principales el que trata de mermar los problemas de colineali-
dad; o en el test de cointegracion de Johansen.
Para resolver el sistema anterior es conveniente escribirlo de la siguiente forma:

(A=AXHX =0
lo que corresponde a un sistema de ecuaciones homogéneoinodgnitas, el cual
tendr& soluciones no triviales si el determinante de la matriz de coeficientes es nulo:

ai; — A ai2 ce QA1n
a1 a9 — Ao aon
det(A— ) =| . _ _ - =0
am1 Am?2 cee Omn — A

La expansion de este determinante por Laplace entrega un polinomio dengeadg
el que es denotado pgr(\) y se le llamgpolinomio caracteristicode A. La ecuacion
que corresponde@(\) = 0 es llamadacuacion caracteristicade A.

Vectores y Valores Propios

La solucién al problema caracteristico esta compuesta por 2 elementos:

(a) Lasn raices de la ecuacion caracteristita; Ao, ..., Ay.
(b) Un vector asociado a cada raiz caracteristicg: Xs, ..., X,.

Para aclarar conceptos, los términos Valores Propios, Valores Eigen, Valores Caracteris-
ticos y Valores Latentes refieren al mismo concepto. Esto es porque el primer lugar
donde se dio nombre al estudio de la ecuacion caracteristica fue en Alemania donde a
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los A les llamaronEigenwert cuya traduccion al inglés fueroper Valuespero, como
se vera mas adelante, estos valores caracterizan completamente a una matriz por lo que
son llamadowvalores caracteristicos

Teorema 4.1La ecuaciénAX = )X tiene soluciones no triviales si y sélo si
A es una raiz caracteristica de la ecuacion caracteristicaAdg la cual tiene
asociado un vector no nul& con los cuales la ecuacion se satisface.

» Ejemplo 4.14

. P L . 2 1
Analicemos el problema caracteristico de la siguiente matriz= [2 3}, cuya
ecuacion caracteristica es:

p(A) =det(A— ) = ’

2-A 1 ':)\2—5)\+4:0

2 3—A
y sus soluciones son:
A-N1-XN)=0=X1=1, \y=4
las cuales tienen asociadas los siguientes vectores propios:
paral; =1: AX = \X = B ;}] [2] = [ij = 22 1326;2_:00
podemos apreciar que la primera ecuacioén es igual a la segunda, entonces:

T1 = —T2 = Xo = |:_11:|

4. _ 2 1| |z1| |41 —2x1 +x5=0
para)\g—4.AX—)\X:>[2 3] [m]_[‘li 9%y — 29 = 0

nuevamente estas ecuaciones son idénticas, esto siempre sucede cuando se cumple con
el requisito de quéA — \I) sea singular

201 =19 = X1 = |:;:|

o cualquier multiplicacion escalar dé;, Xs.

Geomeétricamente, los vectores propios son los Gnicos que se mantienen invariantes ante
el operador lineald y, cualquier otro vector que no sea el propio, se acerca a estos
cuando el operador lineal es aplicado. Para entender lo anterior, se aplicara el operador
A del ejemplo 4.1 al vectaB’ = [0 2]:

2 1] (0] |2
o 3/l - [0
La figura 4.1 muestra la transformacién graficamente. Tal y como se aprecia, al premul-
tiplicar A por B se obtuvo un vector que se encuentra a la derecha del inicial. Repitiendo

el procedimientd”’ = [2 0:
: -1

4 Muchos softwares computacionales y libros imponen la pseudo restriccién dertpreniadel vector
propios sea unitarid|(X;||), asi se cierra el problema y se evita de que existan infinitas soluciones para los
vectores propios. Ademas, bajo ciertas condiciones, es una propiedad deseable.
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En figura 4.2 se aprecia, a diferencia del caso anterior, que al premultigligarC' el
resultado se encuentra a la izquierda del vector original. Intuitivamente, se puede decir
gue deberian existir dos vectores en los cuales estas dos "fuerzas"se anulen y que los
vectores resultantes tras la premultiplicaciomideo se encuentren ni a la izquierda ni a

la derecha del vector original. Por ultimo, se repite el ejercicio con el vector pigpio

-
)

8

| EEEY;

1/

/= (0.9)

1/

o

123 45 6 78 910

Figura 4.1: Transformaciom al vectorB.

<

To|= (4, 4)

N W ks OOy 3

$1:2,)
123 456 78910

T

)

Figura 4.2: Transformaciér al vectorC.
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Y

X =(4,8)

2 = (1’2)

= N W ke OOy N

0 1 23 45 6 78 910

Figura 4.3: Transformaciom al vectorXs.

Se puede apreciar (figura 4.3) que si se premultipliggor A, el vector resultante no

se desplaza ni ala izquierda ni a la derecha, sino que aumenta en una magnitud igual a su
valor propio. Luego, los vectores propios son aquellos que anulan estas fuerzas. Como
ejercicio repita el procedimiento con el vecfoy.

Teorema 4.2Si las raices de la ecuacién caracteristica son distintas, entonces
los vectores caracteristicos asociados a cada una de estas raices son linealmente
independientes.

Este teorema puede ser intuitivo por la construccion de los vectores propios, pero como
podria pensarse, no se puede afirmar lo contrario.

Teorema 4.3Si las raices de la ecuacion caracteristica no son distintas, entonces
los vectores caracteristicos asociados a cada una de estas raices pueden ser
linealmente independientes como linealmente dependientes.

Por ejemplo, los valores propios de una matriz identidad de orden 2;senl, Ao = 1
pero cualquier vector puede ser su vector propio.

La Matriz Modal

La matriz modalkes aquella que esta compuesta por todos los vectores propios, es decir,
es de la forma:

M=[X: X2 .. X,
si se premultiplica esta matriz por la matdzobtendremos:
AM = [AX, AX, .. AX,]
pero por definicion cada uno de los elementos es:
[AX; AX; .. AX,]=[MX1 XXo .. A\X,| =MD

A 0 ...00

0 X ... O
donde D es una matriz diagonal de la forma . . |, entonces se puede

0 0 ... A\
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concluir que:

AM =MD
Esta matriz es de suma utilidad ya que nos permitira escribir (caracterizar) la matriz
original en funcién de su valores y vectores propios. A esto se conoce descom-
posicién espectrabde una matriz y se deriy@gostmultiplicandda expresion anterior por
M~!, Para esto, tal y como se vio en le teorema 4.2, la maifiz' tiene que estar
definida. Una condicién suficiente para que esto se cumpla es que los valores propios
sean distintos. Si ese es el caso, se puede escribir:

A=MDM™!

» Ejemplo 4.2

Continuando con el ejemplo 4.1, la descomposicion espectralate
2 1] _[1 1]t 0 % -3
2 3| |-1 2]|0 4|5 3

Aplicaciones de la Descomposicion Espectral

Todas las aplicaciones que siguen estan sujetas a que la matriz modal sea invertible, pero
se puede estar tranquilos ya que en econometria la mayoria de las matrices con las cuales
se trabaja son simétricas y, por lo tanto, se cumple el siguiente teorema:

Teorema 4.4Sea A una matriz simétrica de ordénentoncesA tendrak vec-
tores propios distintos y ortogonales entre si. Como consecuencia de lo anterior,
la matriz modal ded es siempre invertible

El Rango de una Matriz

Ocupando la descomposicion espectral de una matriz y las propiedades del rango se
puede llegar a una expresion simplificada del mismo:
Rango (A) = Rango (MDM 1)

Como ya se sabéy/ es una matriz cuadrada de rango completo (ya que es invertible,)
entonces se puede ocupar la propied8diel rango:

Rango (A) = Rango (M D)
ocupando la propieda@d) y después nuevamente(id) se obtiene:

Rango (A) = Rango (A’) = Rango (D'M') = Rango (D') = Rango (D)

Deducir el rango deéD es simple ya que com® es una matriz diagonal el nimero

de filas o columnas linealmente independientes sera el nimero de filas o de columnas
distintas de cero.

Teorema 4.5El rango de un matriz A sera el nimero de valores propios distintos

® Siademéas se impuso la condicif; || = 1 se puede demostrar qué ' = M.
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de cero siy sélo si su matriz modal es invertible.

» Ejemplo 4.3

La matrizA del ejemplo 4.1 es de rango 2 ya que sus dos ralges:(1, A2 = 4) son
distintas de cero.

La Traza de una Matriz

Al igual que elrango, se puede encontrar una expresion panaaza de una matriz a
través de la descomposicion espectral de ésta. Lo que se busca es:

tr(A) = tr(MDM™1)
ocupando lgropiedad ciclicade la traza:
tr(A) =tr(MDM™') = tr(M~*MD) = tr(ID) = tr(D)
dado que D es una matriz diagonal que contiene las raicé@slldgamos el siguiente
teorema:

Teorema 4.6La traza de una matriz es igual a la suma de sus raices caracteris-
ticas o valores propios.

Ejemplo 4.4

La traza de la matriA es la suma de su diagoriak- 3 = 5, como también la suma de
susraice§ +4 =5

El Determinante de una Matriz

En este apartado vamos a tratar de encontrar una expresion gaterelinante través
de la descomposicion espectral. El determinanta dg igual a:

|A| = |MDM™!|

ocupando la propiedad de que el determinante de la multiplicacién es igual a la multi-
plicacion de los determinantes:

Al = [M||D| M~
como la multiplicacién es conmutativa:

Al = |M||M ]| D
ocupando la primera propiedad pero al revés:

Al = |[MM7|D| = [1]|D|

como el determinante de la identidad es igual a 1 se obtiene que:

|A| = 1[D| =H/\7:



Aplicaciones de la Descomposicion Espectral 45

Teorema 4.7El determinante de una matriz es igual al producto de sus raices
caracteristicas.

» Ejemplo 4.5.

El determinante la matri es((2)(3) — (1)(2)) = 4, y también la multiplicacién de
sus raiced(1) = 4.

Potencias de una Matriz

Debido a lo complejo de los calculos, una de las aplicaciones mas utiles de la descom-
posicion espectral de una matriz es su aplicacion adéanciade unamatriz Lo que
se quiere es encontrar una expresion pttaSe comienza encontrando una expresion
2.
paraA=:

A? = AA
= (MDM Y)Y (MDM™)
(MD*M™1)

Luego es facil demostrar por inducciéon qué = M D" M ~!. Esta expresion es mas
simple que la original ya que la matri2™ es igual a:

AP0 ... 0
0 A ... 0
D" = | . .. )
0 0 ... A"

n

Teorema 4.8SeaA una matriz con descomposicién expectral definidagy N ,
entonces
A" = MD"M™.
Se tratara de extender el teorema anterior a los niimeros negativos pero para esto se debe
encontrar otro resultado, invirtamds
A7l = (MDMH!
por propiedades de las matrices inversas se tiene que:

Al = (]V[fl)lefl(M)fl
At = MD'mMT!
donde la matrizD—! es de la siguiente forma:
1/ 0 ... 0
el 9 1/')\2 ?
0 0 ... 1/\

Note que la inversa de D es simplemente una matriz diagonal con los reciprocos de las
raices caracteristicas. Esto nos permite obtener la inversa de una matriz a través de la
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descomposicién espectral de una manera facil y rapida.

Teorema 4.9SeaA una matriz con descomposicion expectral definida. Si la
matriz A~! existe, entonces sus vectores propios son los mismos que by de
sus valores propios son los reciprocosle

Observe que si una 0 mas raicesAlson iguales a cero, es decit,no es de rango
completo, entonce® ! no estaria definida y la inversa detampoco.

Analogamente, se puede encontrar por inducciénAue = MD—"M~!. Luego, se
puede extender el teorema 4.8 de la siguiente forma:

Teorema 4.8 SeaA una matriz con descomposicion expectral e inversa definida

yn € Z. Entonces se cumple
A" = MDTLM—l.

De la misma forma, se puede pensar que el resultado anterior podria expandirse a poten-
cias con nimeros reales. Esto es errado pues si se elevase un nimero negtise por
estara buscando una raiz de un niUmero negativo, lo cual no esta defiffida en

Teorema 4.11SeaA una matriz con descomposicién expectral e inversa definida
y cuyas raices caracteristicas son no negativas. Entonces, paranted® se
cumple que

An _ MDnM—l

» Ejemplo 4.6

Se calculadz y A~! para la matrizA del ejemplo 4.1
1 a1 [ 11 0132 —3]_ T35
(a) A2=MDzM _[_1202 g 1 —g

P I S T VR
(b) A~ =MD'M _[_12 0 1

Matrices Idempotentes

Las matrices idempotentes son aquellas matrices que cumplen con la propiedad
para todo naturat. Para entender las implicancias de esta propiedad en la descomposi-
cion espectral de una matriz estudienssparaA idempotente:

A2 = MD*M1
pero idempotencia implica
A=MD*M~1
entonces
MDM™' = MD?*M™! (2)

la Gnica forma que se cump(a) es que\’ = )\, es decir, las raices caracteristicaside



Ejercicios Propuestos 47

tienen que ser 0 0 1. Suponga que todas las raices son 1, luego:
A = MIM™!
= MM™!
I
Si las raices no son todas 1, es decir, algunas raices son iguales a 0 y ocupando la
definicidon derangose puede afirmar qué es singular.

Teorema 4.12Todas las matrices idempotentes, excepto la matriz identidad, son
singulares. La Unica matriz idempotente de rango completo es la matriz identi-
dad.

Por ultimo, tomando en cuenta querahgode una matriz son los valores propios dis-
tintos de ceros y que en una maidempotentsus raices son 0 o 1 se puede concluir;

Teorema 4.13El rango de una matriz idempotente es igual a la suma de sus
raices caracteristicas, es decir, es igual a su traza.

Ejercicios Propuestos

1. Dadas las siguientes matrices

o[t o8 o[

1 4 -2 4 -1 -5

2 -2 —4 1 3 —4
D=|-1 3 4|, F=|3 2 -3
1 -2 -3 -4 -3 3

a.Encuentre la ecuacion caracteristica de cada matriz.

b. Encuentre los vectores y valores propios de cada una de esas matrices imponiendo
la restriccion de quéX;|| = 1.

c.Encuentre la matriz modal y su inversa para cada una de las matrices.

d.CalculeM M.
Usando la descomposicion espectral calcule:

e.El rango de todas las matrices.

f. La traza de todas las matrices.

g. El determinante de todas las matrices.

h.Las potencias de la form4?, A—3 para todas las matrices.






5  Formas Lineales, Cuadrati-
cas y Calculo Matricial

Formas Lineales

Un polinomio lineal homogéneo es un polinomio de grado 1 y se puede representar de
la siguiente forma:

n
q=a1r1 +ax2 + ... + apxTy = Z a;T;
i=1
y una representacion matricial del mismo seria:
z
T2
q= [al as ... an] | =AX
T
dondeq, Ay X pueden pertenecer a los nUmeros reales. Este tipo de notacion matricial
es muy Util en problemas de optimizacién y en cualquier otro &mbito donde se manejen
muchos polinomios y ecuaciones.

Formas Cuadraticas

Un polinomio cuadratico homogéneo es un polinomio compuesto sélo de términos de

grado 2, es decir:
g=>_ ) aijmiz;

j=1i=1
y se puede expresar en notacion matricial de la siguiente forma:

g=X'AX
dondeA tiene la propiedad de ser una matriz simétriggggs un nimero real.

» Ejemplo 5.1

Se escribe en forma matricial la siguiente forma cuadratica:
q= x% + 2;10% — 7x§ —4x129 + 82123
para esto se debe expandir la exprestdr X, con tres incognitas:
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apil a1z ais T1
q = [331 L2 333] az1 Q22 @23 L2
azi a3z ass 3

2 2 2
1177 + @225 + a33T3 + 12122 + A1321T3 +

+a2122%1 + A23T2T3 + A31T3T1+A32T3T2
Observe que los elementos de la diagonalldeenen términos al cuadrado, mientras
que el resto de los elementos son los coeficientes de los términos de lazfarma
Dado lo anterior, nos es conveniente reescribir el polinomio de la siguiente forma:
q= x? + 21‘% — 7;13?j — 22129 — 2221 + 4x123 + 4321 + 02023 + 02322
entonces, su forma matricial es:

q = [1’1 T2 (L’3] —2 2 0 T2
0 -7 I3
1 -2 4
= X'| -2 2 0 X
4 0 =7

Matrices Definidas y Semidefinidas

Se quiere estudiar cuando la forma cuadratica de siempre positiva 0 siempre nega-

tiva. Para esto, se analiza la descomposicion espectral Ha una forma cuadratica

es simétrica. Luego, por el teorema 4.5, sus vectores caracteristicos son ortogonales en-
tre si. Sin pérdida de generalidad, se impone que cada uno de los vectores caracteristicos
sea un vector unitarigh// M; = 1), entonces:

[ M, MM, MM, ... MM,
M} MM, MMy ... MM,
M'M M M M, ] ’ ’ ’
= . 1 2 .- n = . . . .
A MMy, MM, ... MM,
(10 0
0 1 0
= :I
00 ... 1

cumpliéndose que:
MM=I=M=M"
por lo que la descomposicién espectral puede ser reescrita como:
A=MDM.

Substituyendo en la forma cuadratica y definingde M’ X se tiene que:

g=X'AX = X'MDM'X =y Dy.
ComoD es una matriz diagonal, se puede escribir la expresion anterior de la siguiente
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forma:
n
g=X'AX =) Ny}
=1
luego, siA es simétrica, el valor dgdependera sélo de las raices caracteristicas.

SeaA una matriz simétrica. Si todas todas las raicesAdeon positivas (ne-
gativa), entonces se dice gdeespositiva (negativa) definida Si las raices de
A son mayores (menores) o iguales a cero, entonces se dicé gsipositiva
(negativa) semidefinida o bien,definida no negativa (positiva).

Céalculo Matricial

Funciones Reales

Una funcion realf : X — R, denotada poy = f(x), es una relacién que asocia, de
manera Unica, un conjunto de valoress X a un valory € R. En esta relacion se
denomina a las variablescomovariables independiente dominio y a la variabley
comovariable dependienteo recorrido.

» Ejemplo5.2
Son ejemplos de conjuntos dominia C, Z, R, R™ o cualquier conjunto arbitrario.
» Ejemplo 5.3

La forma lineal corresponde a una funcipn R® — R de la forma:
q=a1T1 +asxa + ... + anTy,
dondezxq, xs, ..., z,, Son las variables del dominiogyes la variable del recorrido.

La forma cuadrética corresponde a una fungiérR™ — R de la forma:
n n
j=1i=1
dondezxq, xs, ..., z,, SOn las variables del dominiogyes la variable del recorrido.

Derivadas de Funciones Reales

La derivada de una funcién representa el cambig @especto a un cambio infinitesimal
de una de las variables independientes. Se denoweictar gradiente a aquel vector
columna que representa las primeras derivadas de una funcién respecto a todas las varia-
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bles independientes. Son representacionegat#br gradiente
of

Bl
BIQ 2
Vi=|"7|=1.
3.f ,
81371 .f'rL

» Ejemplo5.4

El vector gradiente de una funcién de la forma:

T
y=2x; —4xo + 323 =y = [2 —4 3] To
T3
es: of
5 2
2]
O3 3

Teorema 5.1Seaf (X) = AX , entonces:

Of (X) _ 4

» Ejemplo 5.5

El vector gradiente de la funcién en el ejemplo 5.1
Yy = x% + 2.’1,'% — 7x§ —4x129 + 8x1273

es: ~
% 21’1 — 41’2 = 8%3
Vf gT = —4xq + 4xo
887 81}1 — 14.’1}3
T3

2 —4 8 T
= —4 4 0 )

= 24X

Teorema 5.2Seaf (X) = X'AX, entonces:

of (X) _
~5x = 24X.
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Por otro lado se denomirmaatriz Hessianaa la matriz de segundas derivadas de una
funcion. Se obtiene tomando cada elemento del vector gradiente y derivdndolo respecto
a cada una de las variables independientes, es decir:

of of of

Bxé?xl aré?rQ me?rn

H— 8.7)2.(91'1 8372.8:@ 3:@.6377,,
of of of

0z, 0xq Oxy, 0T 0L, 0Ty

Teorema de Young.Si una funcion es continua y doblemente diferenciable, en-
tonces se cumple que:
of of

Gsci@a:j o axjf)zz '
Es decir, las derivadas cruzadas son idénticas.

Entonces podemos afirmar que, si la funcién es doblemente diferenciable, la matriz Hes-
siana es simétrica.

Ejemplo 5.6

La matriz Hessiana de la funcién en el ejemplo 5.1 es:

of of of
H = ! { I =|-4 4 0
Oxo0x:y Oxo0To Oxo0xs3
i 3y by 8 0 -4
89@383:1 69:38262 8Z36(E3
1 -2 4
= 2| =2 2 0
4 0 -7
= 24
entonces podemos concluir que el Hessiano de una forma cuadrética es:
PX'AX
H=———=2A
0X?

Aproximacién a una Funcién

Muchas veces es mas facil trabajar con una funcién aproximada que con ella misma.

Una herramienta para hacer esto es la expansion de Taylor. La expansién de Taylor es
una aproximacion polinomial de una funcién, que consiste en caracterizarla en funcién

de sus derivadas y un punto arbitrario. Se expondra la expansion de primer y segundo
orden pero hay que recalcar que entre mayor el orden de la aproximacién mejor sera
éstab

5 En el limite, cuando el orden tiende a infinito, Taylor demostré que las funciones son idénticas. Es obvio
que la funcién a aproximar tiene que ser infintamente diferenciable para que el teorema aplique.
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Aproximacién de Primer Orden

La aproximacioén de Taylor de primer orden nos entrega una forma funcional lineal de la
funcién original y su formula es:

y = f(xo) + Vf(XO)I(X —X,)
dondex, es el punto de expansidfi(x,) es la funcion evaluada en el punto de expan-
sibnyV f(x,)’ es el vector gradiente evaluado en el punto traspuesto.

» Ejemplo 5.7

Seaf(z1,z2) = In(z1)+1n(z2). Su aproximacion de primer orden por Taylor entorno
al puntox, = (1, 2), seria de la forma:

y ~ In(l)+In@)+ [+ 3] [2_%]

y ~ —1,307+a1 + %

comparemos:
f(1,2)

y(1,2) ~ —1,307+1+ ; = 0,693
en el punto de expansion son idénticos. Veamos en un punto ceican1)

F(1,1,2,1) In(1,1) + In(2,1) = 0,837

2,1
y(L1,21) ~ -1307+11+

In(1) + In(2) = 0,693

= 0,843

Aproximacion de Segundo Orden

La aproximacion de Taylor de segundo orden nos entrega un polinomio de segundo
ordeny su formula es:

% F060) V) (3 = %) + 5 (6 = %0 H ) (% = )

dondex, es el punto de expansioifi(x,) es la funcién evaluada en el punto de ex-
pansionV f(x,)’ es el vector gradiente evaluado en el punto traspue&idxy,) es el
Hessiano de la funcién evaluado en el punto.

» Ejemplo 5.7

Seaf(z1,z2) = In(z1) + In(x2). Su aproximacion de segundo orden por Taylor en-
torno al puntax, = (1,2), es lo que ya se habia proximado mas el termino del Hes-
siano evaluado en el punto:

~ 1 17|z —1 -1 0 |z-1
y ~ In(1)+Wn2)+[1 3] Lm_g}_"[xl_l ”T2_2][0 _411] [m2—2
2

y —3,307+31:1+3%—zf—%



Ejercicios Propuestos

Comparemos:
2 5 22
y(1,2) = —3,307 + 3(1) + 35 —1c— 5 = 0,693

nuevamente en el punto de expansion son iguales. En el pumht@,1)

2,1 2,12
y(1,2) ~ —3,307 + 3(1,1) + 3 2 —1,1%2 - T = 0,8305

Ejercicios Propuestos

1. Escriba las siguientes formas cuadraticas en notacion matricial.

a.x? + 4x1z9 + 323
b.22% — 6x129 + 23
C.x% — QLC% — 3x§ + 4x129 + 62123 — 82913

2. Escriba la siguiente matriz como una forma cuadratica.
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2 -3 1
-3 2 4
1 4 =5
a1 a2 e A1n
a21 ag9 PN (057 . .
3.Sead = ) : i ) una matriz, entonces las submatricesAle
am1l Am2 ... (mn

son:
a1l G1o a1l a2 aig
A = [an] , A = { a9 G } ,A3 = a21 Q22 423 ,---7An =A
aszr azz asg
entonces demuestre que:

a.Si A es positiva definida, entonces los determinantes de las submatrigesate

todos positivos.

b. Si A es positiva semidefinida, entonces los determinantes de las submatrites de

son todos no-negativos.

c.Si A es negativa definida, entonces los determinantes de las submatrices de
alternan de signo partiendo pot; | < 0, |Az| > 0,]A3| <0, ..., |4, (—1)™ > 0.

d. Si A es negativa semidefinida, entonces los determinantes de las submatrices de
alternan de signo partiendo pet; | < 0,|Az| > 0,]A43] <0, ..., |A4,| (=1)" > 0.

’ 2 ’ ,ae . ..
4. Encuentre2X 2X y X A4X para todas las formas cuadraticas de los ejercicios 1y

0X2
2.

5. Aproxime por Taylor las siguientes funciones:

a. f(x) = cos(x), en primer grado y alrededor ae
b. f(x) = sin(x). en primer grado y alrededor @€ .
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. f(z) = €%, en quinto grado entorno &l
. f(z1,z2) = 21 In(x2), en segundo grado entorno al puK2o2).
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